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Isometrías en el Espacio A. Moratalla 


INTRODUCCIÓN 


Las isometrías o movimientos en el espacio afín euclídeo tridimensional E; 
son seguramente las transformaciones afines con las que estamos más 
familiarizados. La simetría ortogonal respecto de un plano, la rotación 
alrededor de una recta, el movimiento helicoidal, la traslación, son conceptos 
con los que nos encontramos a menudo en nuestra vida cotidiana. Pensemos en 
acciones como mirarnos a un espejo, montar en un tiovivo o subir por una 
escalera de caracol. 


Desde el punto de vista matemático son aplicaciones afines biyectivas 
definidas en el espacio afín euclídeo Ez, f' : E, >E,, con una característica 
importante: conservan las distancias. Como consecuencia de dicha propiedad 
se cumple que conservan los ángulos, el área y el volumen. 

Es decir mover un objeto sólo afecta a la posición del objeto pero no a su 
forma. 


Recordemos que una isometría por ser una aplicación afín, se puede expresar, 
respecto de una referencia ortonormal R =(0,B esa) de la siguiente 
manera 
FX) =b+ (X) 
F(X)=b+NX Ó 
X'=b+ NX 
siendo f la aplicación lineal asociada a f y N su matriz respecto de la base B. 


Por ser f una transformación ortogonal se cumplen las siguientes propiedades: 


1. La matriz N es ortogonal: NN'=1. 
La aplicación f es biyectiva y IN | =8El, 
f conserva las distancias, los ángulos, las áreas y los volúmenes. 


Los autovalores reales de f sólo pueden valer 1 o -1. 
La composición de isometrías es una isometría. 


DEA Po 


, ] aid -1 
Existe la isometría inversa, f : 


A lo largo del texto consideraremos las isometrías definidas en el espacio afín 
euclídeo Ezrespecto de la referencia ortonormal R = (0, B = (8,,é,,8,)) 
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1. TRASLACIONES 


Recordar que estamos considerando las traslaciones del espacio E respecto de 
la referencia ortonormal R = (O, B= (e, e,, é,)) . 


P1.1 Dada la traslación 1 de vector v = (2,1,3) , Se pide determinar: 


1. La ecuación de f. 
2. Las rectas invariantes por f. 
2x,+x,-2=0 
3. La imagen de la recta S: 
x+x+x%=1=0 
La imagen del plano de ecuación 7 :2x, +x,+x,+2=0. 
Las ecuaciones de la transformación fot siendo f la traslación de 
vector u = (4,1, -3) 
6. La transformación inversa de f. 


Solución 


1. Geométricamente la traslación mueve el punto X al punto X” de manera que 
XA” es el vector v 


XX '=v>X'-X=v>X'=X+v 


Considerando la aplicación identidad ¡(X)=1X, siendo 1 la matriz identidad 
de orden 3, podemos reescribir la expresión anterior como 


(0 =0+1X 
2/00 
(Mm =|11+0 1 0|X 


0 


3 
X 
Tomando X=|x,|, t(X)= e tenemos 
0 de y, =2+x 
1 
0 


2 1 0 
y, |I=| 1|+/0 0 lx, |>371, =1+x, 
3 0 1 


po Y =3+x, 
Estas son distintas formas de expresar la traslación. 


2. Si el vector de dirección de la recta r es proporcional al vector de traslación 
V= ( 213) , entonces la recta es invariante. 
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Si r es una recta paralela a la dirección del vector de traslación, será invariante 
ya que sus puntos se deslizarán por ella cuando se les aplique la traslación. 


ER 
X Ls Xx r 
y o A 


Por tanto Ar)=r 


3. Comprobemos si la recta s es paralela a y sustituyendo las coordenadas de 
v en las ecuaciones de W,, es decir, en las ecuaciones del subespacio vectorial 
asociado a la recta 


2v,+v,=0 
MA 2-24+3%0 
Y+vy+m=0 > 
A 2+1+3%0 
y=(2,1,3) 


Por tanto s no es paralela al vector de traslación y su imagen será una recta s” 
paralela a ella que pase por A”, transformado del punto X. 


Tomemos un punto P de s y hallemos su transformado P'= t(P) 
P=(1,0,0) > P'=1(P) =(2,1,3)+(1,0,0) =(3,1,3) 


La recta resultante, por ser paralela a s, cumple las siguientes ecuaciones 
po +x,+k,=0 
Ss LA 
x +x +x,+k,=0 


Para determinar k, y k, sustituimos el punto P” en las ecuaciones anteriores y 
obtenemos los valores de k, y Kk, 

6+3+k, =0 k, =-9 

> 

IFE =0. (4 ==7 

entonces 
, 121 +x,-9=0 
A 
E E 


4. En primer lugar comprobamos si el vector de traslación es paralelo a z, 
sustituyendo v en la ecuación de la dirección del plano 


W,:2v, +v,+v,=0 


_ > 4+1+3%0 
vo(2,L3) 
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Como vemos no son paralelos entonces la imagen de xT es otro plano r” 
paralelo a í que pasa por el punto 4”, transformado del punto A de r. El plano 
T NO €s invariante. 


Tomemos el punto de 7, 4=(-1,0,0) y calculemos 4” 
A= (-1,0,0) > A'=1(4)= (24L3) — (-1,0,0) = M3) 
Por ser 1? paralelo a escribimos 


E 32 E HA FP =0 


Como Tr” pasa por A ' sustituimos las coordenadas de 4” en la ecuación anterior 


2+1+3+k=0>k=-Ó6 


por tanto la ecuación de rr” es 
TT 1 2K, FX, + =6=0 
5. Vamos a componer dos traslaciones y ver cuál es el resultado final 


FOR) = NU) =4+(0+X) =(5+v)+ X 


Por tanto la composición de dos traslaciones es otra traslación de vector la 
suma de los vectores de traslación de ambas traslaciones: 


tot, =1 


U+v 


u+v 


u v 


El vector de la traslación de fes ú =(-4,1,-3) y el vector de traslación de t es 
v=(2,1,3) la composición de ambas aplicaciones es una traslación de vector 
U+vV 


ú+v=(-4,1,-3)+(2,1,3) =(-2,2,0) 
(F2000 = FE) =(2,2,0)+ X 


6. La transformación inversa de f es otra aplicación biyectiva £”' tal que 


tlot=tot* =id 
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Si X'=v+X>X=->v+X" ecuación que representa a una traslación de 


vector (-v). 


Por tanto la solución a este apartado es la traslación de ecuación 


(Xx) =(2,-1,-3)+ X 


Si necesitas repasar cómo se resuelven las aplicaciones afines en general, 
puedes consultar el cuaderno de esta colección Problemas resueltos de 
aplicaciones afines (11): Transformaciones en el espacio. 


TRASLACIONES 


V vV vvv 


V v vv 


Sean t,,t, traslaciones definidas en el espacio Ez con referencia 
ortonormal R. Se cumple: 


Las traslaciones son isometrias. 
La matriz de la aplicación lineal asociada, respecto de R, es 1. 
l, 2 £, => Ds 


Las traslaciones de vector u%(0,0,0) son transformaciones que 
no dejan fijos los puntos del plano. 

Todas las rectas paralelas al vector de traslación son invariantes. 
Todas las rectas no paralelas al vector de traslación se 
transforman en rectas paralelas a sí mismas. 

Todos los planos paralelos al vector de traslación son 
invariantes. 

Todos los planos no paralelos al vector de traslación se 
transforman en planos paralelos a sí mismos. 


Traslación de una figura formando un friso 


80004 
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2. SIMETRÍAS ORTOGONALES 


De la siguiente imagen podemos concluir que el agua se ha utilizado como un 
elemento arquitectónico más. El edificio, junto con su reflejo en el estanque, 
proporciona una imagen que denominamos simétrica. Frank Ghery, en la 
ampliación del museo del Louvre, añade una lámina de agua a su diseño para 
conseguir este efecto de simetría respecto del plano que contiene al estanque. 
La simetría a la que nos referimos es la simetría ortogonal respecto a un plano. 


Pasemos a analizar estas isometrías del espacio Ez recordando que las estamos 
considerando respecto de la referencia ortonormal R = (0, B = (8,,é,,4,)) 


Una simetría ortogonal respecto a un plano de Ez es una trasformación 
FA) =b+ FX ) que cumple las siguientes condiciones geométricas: 


- Dado un punto A de E, y su transformado 4” por la simetría, se 
cumple que el punto medio de 4 y 4” pertenece a T. 

- Los puntos del plano x son puntos fijos. 

- El vector ortogonal al plano se transforma mediante f , en su 
opuesto. 


la 


Si r es el plano de Ez que pasa por P y sus vectores de dirección son u yv, 
llamando w al vector ortogonal a ambos se cumple 


Fú) =ú 
F(5)=5 
(5) =-w 
f(P)=P 
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P2.1 Hallar la ecuación de la simetría ortogonal respecto del plano 
TA TA 120. 


Solución 
Los vectores del plano son u4=(1,0,1), v=(0,1,1) y el vector ortogonal al 
plano es w= (1,1, —1). Como 


o F()=ú 
u =€, +e, A 
A F0)=v 
Y =8, +, y o _ tenemos 
Moa PO RE 
FP)=P 
FE +é)=8é, +6, EJE) =8 +6, 
f6+é)=8, +6, > EJE) = E, e, 


Fé +e, -8)=- 6, +6, FEINA) FE) = 64 Hue, 


estas ecuaciones nos permiten hallar la matriz N de la aplicación lineal 
asociada bi tal que X'=b+ NX 


/G)=(G 26, +23,) 


l 122 
HE) =3(24 +2, +26,) > N=3 2 12 
2 3d 


A ly, a 
F6)=3(24 +26, +8) 


Como los puntos del plano son puntos fijos, hallamos b de la expresión 
FA)=X=>b+NX=X para el punto P=(1,0,0) del plano: 


1 1 2 1 
0=b+2 1210 | > b=*| 1 
0 2 2 uo =] 
1 1 
2 1 
fO0=3| 12 12|x 
sl 2. 31 


P2.2 Sea f la simetría ortogonal respecto del plano 7:x,—x,+5=0, r y m 
x,-3=0 Ja 


las recta de ecuaciones: 7: y M 
+ += 


“lx-x-5=0 
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1. Hallar la ecuación de f. 

2. Hallar la expresión de f ”. 

3. Hallar las ecuaciones de la recta [(r). 

4. Hallar las ecuaciones de la recta /(m). 
Solución 


l. Los vectores del plano son u=(1,0,1) v=(0,1,0) y el vector ortogonal al 
plano es w= (1,0,—1) . Procediendo como en el ejercicio anterior obtenemos 


fé +e)=q +  |fé)=e, 
F6)=é, 1 f()=8 
fe, -2)=-8+8 |/(é)=68 


Utilizamos la condición que los puntos del plano son puntos fijos, para obtener 
b, de la ecuación X =b+NX Tomando el punto P=(0,0,5) del plano 


b=(-5,0,5) 
La ecuación de fes 
=5 0.0 1 
fOO= O|l+o 1 0X 
5 Ll 00 


2. La aplicación inversa de una simetría especular es la propia simetría por 
tanto f"=f 


3. Un punto de la recta r es 4=(0,3,-5) y su vector de dirección es w= (1, 0,1) 
Para hallar la imagen de r, r', calculamos las imágenes de A y w 


5 (0.0 1 —10 
4=f(4=| 0l+10 1 0l 3|=| 3 
s)l100)4s 5 


31 
Il 
= 
ma 
RS 
Il 
= 
ea Oo 
O. o 
Oo o 
Le yu 
Il 
da 


La recta r” pasa por 4” y su dirección es w', que coincide con —w, por ser 
ortogonal al plano de simetría 
, |x,-3=0 
de 
FA +S=0 


Observar que r se transforma en sí misma. 


10 
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4. Un punto de la recta m es 4=(0,3,-5) y su vector de dirección es u =(1,0,1) 
por tanto la recta es paralela al plano. Para hallar la imagen de r, r', calculamos 
las imágenes de A y u 

=5 0.0 11 0 10 


A'=f(4=| O|[+j0 1 O[| 3|=| 3 
3 1.0 0J1=5 5 
0.0 141 1 
ú'=f(ú)=10 1 0lO0|=10 
1.0 0) 1 1 
La recta m' pasa por A” y su dirección es u', que coincide con u por ser 


paralela al plano de simetría 
, |x,-3=0 
m': 
x, =x, +15=0 
Observar que 1, m y m' son paralelos 
m' 


A? 


P2.3 Sean 7,:x,+x,-2=0 y 7,:x,+x,+3=0 planos de E; . 
1. Hallar la ecuación de la simetría ortogonal respecto del plano 1. ;, f. 
2. Hallar la ecuación de la simetría ortogonal respecto del plano r,, g. 
3. Hallar la ecuación de la composición fog . 
4 


Clasificar f og. 


Solución 
1. Los vectores del plano 1, son u=(0,1,—1) v=(1,0,0) y el vector ortogonal 


al plano es w=(0,1,1) entonces 
FE -é)=8,-é, 
Fé)=8 
fe +e)=-e-é, 


estas ecuaciones nos permiten hallar la matriz N de la aplicación lineal 
asociada tal que X'=b+NX 


11 
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FE) f(é)=8é =É, Fe) =e, 1 0 0 
Fé)=é je. Melo 0. 
FE) NE) -8E,  |fMé4)=<é 0-10 


Como los puntos del plano son puntos fijos, despejamos b de la expresión 
X=b+NX . Tomemos el punto P=(0,0,2) del plano 1.,, se cumple que: 


0 1 0 00 0 
0|=5+10 0 -1ll0| => b=|2 
2 0-1 01 2 
0/1 0.0 
foO0=12 +0 0 -11X 
2 10 oL 4 


Al ser el plano x, paralelo a 1, la simetría respecto de 1, tendrá la misma 
matriz asociada N y una expresión del siguiente tipo 


1.0.0 
g(A)=c+0 0 -1|X 
0-1. 0 


Los puntos del plano x, son puntos fijos, el punto O=(0,0,-3) del plano cumple 
que 


1.0.0 0 1 0 010 0 
g(O)=c+ 0 0 -11Q0 => | O|=c+|0 0 -1|| Ol>c=|-3 
0 -1 0 3 0 -1 03 =3 
0y (1 
200 =|3|+|0 m 
3) l0 
componemos 
0 (1 0 0 
(f22)00=/2 (+10 0 -—1|[|-3 =l Y 
2) l0 1 0 


10.0 
(fo 20-30 


12 
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La composición de estas simetrías es una traslación de vector ortogonal a los 
planos T.; y To. 


P2.4 Sean 7,:x,+x,-2=0 y 7,:x, —x, +1=0 planos de E; 
1. Hallar la ecuación de la simetría ortogonal respecto del plano 1, f. 
2. Hallar la ecuación de la simetría ortogonal respecto del plano .,, g. 
3. Hallar la ecuación de la composición fog . 


4. Clasificar f' o g 


Solución 
1. La ecuación de la simetría fsegún el problema P2.3 es 
0 ll 0.0 
fo0=|2l+jo o —1|Y 
2 0-1 0 


2. Los vectores del plano 1, son u=(1,1,0) v=(0,0,1) y el vector ortogonal al 
plano es w= (1, —1,0) entonces 


fé +e)=é+e, 
Fé) =é, 


Fé, -e,)=-é +e, 


Igual que antes, estas ecuaciones nos permiten hallar la matriz N de la 
aplicación lineal asociada 


FE) FE) =8, +8 Fé) =8, 0 10 
Fé)=é, > lfté)=3 => N=1100 
FE) F)=-<¿+é, fe) =é, 0 0 1 


Despejamos b de la expresión X'=b+NX, tomando el punto P=(0,1,0) del 
plano. Como los puntos del plano son puntos fijos, cumple que: 


0 0 1 00 cal 
I[l=5+11 0 0|1| => b=| 1 
0 NO 0 
(0 10 
e) =| 11+11 0 ox 
o) lo 0 1 


componemos 


13 
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0/1 0 OD (0 10 
(fo8)00= 12 (+0 0 —1|| 1l+/1 0 O|X 
2) lo -1 o)Jto) lo 0 1 
E] 0.10 
nx)=(f02)00)= 2 +| 0 0 -1|X 
lao 0 


Clasifiquemos la isometría resultante. Llamemos Ma la matriz de su aplicación 
lineal asociada. 
- hes una isometría porque la composición de isometrías es una isometría. Lo 
podemos comprobar mediante el producto MM'=J. 
- El determinante de Mes 1. 
- Calculemos los puntos fijos de h 
E -1 A 
ls] 240.0 LL 
1) l-1 0 0Jx, 


3 


De esta expresión se llega al siguiente sistema de ecuaciones 
Ñ +x =2 


== 


lo cual significa que hay una recta de puntos fijos por lo tanto es una rotación 
alrededor de dicha recta. Además dicha recta es la intersección de los planos de 
ambas simetrías. 


Concluimos que la composición de simetrías no siempre es una simetría. 


14 
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SIMETRÍAS ORTOGONALES 


Sea f la simetría ortogonal respecto del plano 7: X =P+au+ Pv del 


espacio Ez, y f(X)=b+NX su expresión respecto de la referencia 
ortonormal R de Ez, Se cumple: 


Fú)=ú 

5) =1 

FM) =-% 
F(P)=P 


> fes una isometria. 
> La aplicación lineal asociada f es una transformación 


ortogonal. 

> Su matriz N es ortogonal: NN'=1. 

> La aplicación f es biyectiva y det(N)=-1. 

> Existe la aplicación inversa, f*=f. 

>  fes diagonalizable. 

> Los autovalores de y son: 4, =1 con multiplicidad 2 y 1, =-1 con 
multiplicidad 1. 

> El subespacio propio asociado a 7, =1 está generado por los 
vectores u y V del plano. 

> El subespacio propio asociado a 1, =-1 está generado por el 
vectorw ortogonal al plano. 

> El plano r es un plano de puntos fijos. 

> Los planos ortogonales a 7 son planos invariantes. 

> Las rectas ortogonales a í son rectas invariantes. 

> Las rectas paralelas a í se transforman en rectas paralelas a sí 
mismas. 

> Los planos paralelos a x se transforman en planos paralelos a sí 
mismos. 


J Y 
N N 


15 
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3. ROTACIONES 


En estas fotografías de la obra de Félix Candela se aprecia cómo los 
paraboloides hiperbólicos se distribuyen en torno a un eje para configurar la 
cubierta. A partir de uno de ellos y mediante consecutivos giros podríamos 
obtener la figura completa. 


Recuerda que estamos considerando las isometrías del espacio afín euclídeo E; 
respecto de la referencia ortonormal R = (0, B 05€ é,)) 


Una rotación alrededor de un eje es una transformación afín del espacio y su 
ecuación es por tanto de la forma 


FO) =b+NX 


La aplicación lineal asociada es una transformación ortogona, eso significa que 


ñ conserva el producto escalar, su matriz N es ortogonal y regular y cumple 
que 


Estos dos poliedros T y T”, están relacionados porque uno es el transformado 
del otro mediante una rotación, /(7)=T”. Tienen la misma forma, cada lado de 
T mide lo mismo que su transformado, al igual que sus ángulos. 
La ecuación de una rotación alrededor del eje OZ y ángulo a es 


cos(a) —senía) 0 
FA)=|senla)  cos(a) 0|X 
0 oO 1 


Y se cumple que 
FOO) =X VX eOz 
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Es decir, el eje de rotación es una recta invariante, de puntos fijos, de la 


transformación. 


Xx 
P3.1 Sea f una rotación alrededor de la recta r 4 sa) ángulo 4=90". 
X, == 


Hallar su ecuación. 


Solución 
La ecuación de un giro alrededor del eje OZ es 


cos(a) —senía) 0 
G(X)=|senla)  cosí(a) 0|X 
0 1 


Como la recta r es paralela al eje OZ entonces será de la forma 
a cos(a) —senía) 0 
FA)=|b|+ sena)  cos(a) 0|X 
e 0 o 1 


Es decir es la composición de un giro con una traslación 
JX)=(to GAX) 


Como en este caso, el ángulo es de 90* la ecuación queda 


ay (0 -1.0 
fOO=1bl+11 0 0|X 
ce) lo 0 1 


De los giros sabemos que los puntos del eje de rotación, son puntos fijos: 
f(X) = X. Tomemos el punto P=(2,-1,0) perteneciente al eje de rotación 


2 a O =1 02 a 1 
-1|=|b|+[|1 0 0[||-1| => b|=|=3 
0 € 0 0 C 0 
La expresión matricial de fes 
1 Y =l 0 
fO0=|=3|+11 0 0|X 
0 o Y 1 
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0 1.0.0 
P3.2 Seaf la aplicación f(X)=| 3|+10 0 1|X. ¿Es una rotación? En 
=3 0-10 


caso afirmativo hallar el eje de rotación. 


Solución 
Los giros se caracterizan porque la matriz N es ortogonal, el determinante de N 
es 1 y tienen una recta de puntos fijos. Comencemos comprobando si la matriz 


es ortogonal: 
1 


1 0 0111 00 10.0 

0 0 11/10 0 1|=0 1 0 

0 -1 0/10: -1 0 0.0 1 
1.0.0 
Por tanto N es ortogonal. Veamos el determinante :det(N)=|0 0 1= 
0-10 


Hallemos los puntos fijos Tomando X =(x,,xX,, xj) 
Y 0 1. 0 01x 
FX => [2% |=| 3(+/0 0 llo 
a =) O =1 UN 
De esta expresión se llega al siguiente sistema de ecuaciones 


Ecuaciones cartesianas de una recta paralela al eje OX. Concluimos que la 
aplicación fes una rotación alrededor de la recta anterior . 


0 1 0.0 
P3.3 Se considera el giro f(A)=| 1|+10 0 1|X. Hallar f?. 
1 0 -110 


Solución 


Comencemos calculando los puntos fijos de la aplicación f. 


0 1.0.0 x,=P 
X=[11+10 0 1X> ¿x,=1 
1) LO <= 0 x,=0 


La recta de puntos fijos es una recta paralela al eje OX y la expresión de f es 
del tipo 
1 0 0 
FA)=b+|0 cosía) =sen(a)|X 
O senla)  cos(a) 
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Si lo comparamos con los datos del problema 
l 0 0 1.00 
0 cos(a) —sen(a)|=|0 0 1|=> 


e 
O senla)  cos(a) 0-10 


sen(a)=-1 


vemos que el ángulo de giro es de 270". 
Para hallar f”* despejamos X en función de Y. Escribiendo la expresión de f de 


la siguiente manera 


1 


0 1 ARO I.00 0 
Y=|1|+/0 0 1|X > X= [0 0 1| [Y-/1 
1 0-10 0 -1.0 1 


como la matriz N es ortogonal se cumple que N*=N* 


t 


1.0.0 0 0 1.30 0 
x= 0 0 1 [f=11 > X=| 1¡+|0 0 -1|Y 
0 -1.0 1 -1 0.1 0 


Clasifiquemos esta nueva isometría. Su matriz es N', por tanto es ortogonal. Su 
determinante coincide con el de N, por tanto es 1. Los puntos fijos cumplen 


0 1.0.0 x, =P 
Xx=| 1|+[0 0 -1|X>¿x=1 
=1) 16 1 0 x,=0 


que coincide con la recta de puntos fijos de f. Así pues, f' es un giro alrededor 


del eje X. Entonces 


1 0 0 10.0 
0 cos(aw) —sen(a)|=|0 O -1 
O senla)  cosí(a) 0.1.0 


Resulta ser una rotación alrededor del mismo eje que f pero de ángulo —a 
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0 1.00 
P3.4 Se consideran el giro f(X)=|1|+10 0 1|X y el giro 
1 0-10 
Bog Ll 
2 z 
g)=| O 1 O |X . Hallar la aplicación fo g y clasificar. 
19% 
2 2 
Solución 
3 1 
3 1 a E a 
— 0 —- 2 Ds 
0 1.0.0 3 2 0 ¡ Ma 
(F:D00)= 1-0 0 1 0 li ll E e 
Joao Wis=s 
2 2 | 


Aunque sabemos que la composición de isometrías es una isometría, 
comprobemos que la matriz de la aplicación lineal es ortogonal 


Bo NB.) 
2 21.2 2 

_ 10.0 
O A 
2 2 2 2 0-0 4 
0-1 001 0-1 0 


Para clasificar calculamos el determinante y los puntos fijos. Veamos el 
determinante 


8 1 
2 2 
Ls Ba 
2 2 
0-1 0 


Calculemos los puntos fijos: 
X=fF00)>X=b+MX >I1X =b+ MX >(M-DX =-b 
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Boy l 

a |? 2 x, =(2+43)a 
2 2 

Ll 0 a 


La solución es una recta. Podemos afirmar que f es un giro alrededor de la recta 


de puntos fijos. 


P3.5 Sea funa rotación alrededor de la recta r :(x,,x,,x,) =(1,0,0)+X(1,1,0) y 


ángulo Y =90”. Hallar su ecuación. 


Solución 
La ecuación de un giro de eje OX es 


1 0 0 
G(A)=|0 cos(a) —sen(a) |X 


O senla)  cos(a) 


Llamemos N a la matriz de G. Como la recta r no es paralela al eje OX; 
entonces la expresión de f'será de la forma 

FA) =b+MX 
tal que M=PNP' donde P es la matriz de paso de la base B”, base ortonormal 


orientada positivamente en la que el giro tiene asociada la matriz N, a la base 
B. El primer elemento de la base B” es el vector de dirección de la recta r. Sea 


1 EN 
B OL 


formada por los vectores de B” 


L1O:(0.0.D) La matriz de cambio de base P está 


E 
2 2 
Lo 1 
PS +50 
2 2 
0. 01 


Por ser B” ortonormal, la matriz P es ortogonal y pep 
La relación entre M y N es de semejanza 


M=PNP” = PNP' 


Como el ángulo es de 90%, queda 
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A. Moratalla 
1 1 

2. 2 

1 1 

2 y 
Y2 y2 
3 3 


a ta O a 
Cs a a. ae 
1 1 1 1 
la o o aa 
0 O 1 0 0 
De los giros sabemos que los puntos del eje de giro son puntos fijos: 
O E 
1 zZ 2 2 
bl, LL 
2 2 2 
ay 
2 2 
La expresión matricial de fes 
lo1 Y 
y E 
rolall 1 1 2l, 
2 Z 2 2 
PGA, 
2 


11 0 1 <l 


P3.6 Sea f(A)=| 1 +1 0  0|X. Clasifica la isometría /. 


2 0-1 0 
Solución 


Planteamos la condición que debe cumplir la matriz de una isometría 


Ú 0. -1'0 0 -11 
NN =|1 O ol1 0 o0l|-=/ 
ó <=. lo 1 


El valor de su determinante es: IN | =1 


Veamos si tiene puntos fijos: (A) =X >(V-DX =-b . 
El sistema de ecuaciones que tenemos que resolver es 


MO del x, =I+0 
X=|1+11 0 0|X>%¿x,=a 
2) lo -1 0 x,=2-0 
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La solución de este sistema de ecuaciones es la recta de puntos fijos, por tanto 
se trata de un giro alrededor de dicha recta. Para calcular el ángulo de giro 
estudiemos el ángulo que forman un vector ortogonal a la recta y su imagen. El 
vector de la recta es u =(1,1,—1), y un vector ortogonal a y es v=(1,0,1). La 


imagen de este vector es di (v)=(-L1.0) y el ángulo que forman v y f (y) lo 


obtenemos de la expresión 


v-F(5)= Bl F6)|cos B => (1,0,1)-(=1,0)=vV2v/2 cos 8 cos f = => 


27 
p=+ 
cos Pf =--=> 
2 p= 4 
3 
Calculemos el giro correspondiente a cada valor de P obtenido (ver ejercicio 


Pod 
Utilizando la base ortonormal orientada positivamente 


B'= 5 (1,1,—D, + (1, 0,1), Al Le 0) 


tenemos como matriz de paso la matriz P 
1 


1 
vY2  J6 
1 
Siendo N =|0 o e se debe cumplir que M=PNP” =PNP' . 


0 senla)  cos(a) 


Por tanto 
0.1 0 
si B=2 > PNP! = 0.0 -1|M 
ó -1.0 0 
0 0 -—1 
si p=% > PNP!= 1.0 0|(=M 
; 0 -1 0 


Concluimos que el ángulo de giro es /P = 2 3 
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ROTACIONES 


Sea f una rotación en Ez alrededor de la recta r y de ángulo a, y 
FOO) =b+NX su expresión respecto de la referencia ortonormal R de 


fees una isometría. 
La aplicación lineal f asociada es una transformación ortogonal. 


La aplicación f es biyectiva, det(N)=1. 
Existe la transformación afin inversa para todo giro y es otro giro 
alrededor de la misma recta y ángulo (-a). 

(G*oG/XX)=X 


y 


> 
> 
>» Su matriz N es ortogonal: NN'=I. 
> 
> 


> Los autovalores de % son: 
1, =1 con multiplicidad 1. 
1 =cos(a)+isen(a) con multiplicidad 1. 
13 =cos(a)-isen(a) con multiplicidad 1. 
> El subespacio propio asociado a 1, =1 está generado por el vector 
u de la recta r. 
Si a=180", el movimiento se denomina también simetría central. 
f transforma puntos en puntos, rectas en rectas y planos en planos. 
Los puntos fijos de f'son los de r. 


V V V 
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4. MOVIMIENTO HELICOIDAL 


Una forma gráfica de entender el movimiento helicoidal es a través de la curva 
denominada hélice, que describe la posición de un punto que sigue una 
trayectoria helicoidal. El punto va girando en torno a un eje y a la vez 
desplazándose paralelo a dicho eje. 

El helicoide es una superficie que también nos ayuda a comprender este 
movimiento. 


Veamos cómo se describe esta isometría. Recuerda que estamos considerando 
las isometrías del espacio afín euclídeo Ez respecto de la referencia ortonormal 


R=(0,B=(é,,é,,é,)). 


Sea g(X)=a+NX una rotación alrededor de la recta r: X =P+ Bv, un ángulo 
a y sea (X)=u4+X una traslación de vector paralelo a r. La composición to g 
es un movimiento helicoidal y su expresión respecto de la referencia 
ortonormal R de E, es 

FA) =b+NX 
La matriz de 4 es la de £ pues es el producto de las matrices asociadas a 
ambas aplicaciones lineales N=/-N 


¿En qué se diferencia, entonces, un movimiento helicoidal de una rotación, si 
la matriz es la misma? 

Después de realizar el giro hay un desplazamiento paralelo al eje de rotación lo 
que hace que ningún punto sea un punto fijo, ni siquiera los del eje de rotación 
que se van a desplazar a lo largo del eje. 


o 


0 1.00 
P4.1 Sea g(X)=|2|+10 0 1|Xun giro y fla traslación de vector 
1 0 -1.0 


u =(5,0,0) paralelo al eje de giro. 
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a) Hallar la transformación composición f=tog 


b) Determinar sus puntos fijos. 
c) Determinar una recta invariante. 


Solución 
a) Componemos g con f 
3 0 1.0.0 a 1.0.0 
FOO) =|0[+[2|+J0 0 1|X => fO00=|2|+0 0 1|X 
0 1 0-10 1 0-10 


Por ser g y f isometrías la aplicación f también es una isometría, con 
determinante 1. 


b) Calculamos los puntos fijos. 
Ecuación de los puntos fijos: 
X=fM00)>X=b+MX >I1X =b+ MX >(M-DX =-b 


5 1.00 00.0 5 
XA=|2|/+/0 0 1|X>|0 1 —1|X=/2 
1 0 =1-50 0 1 1 1 


Este sistema es incompatible lo que significa que la isometría f no tiene 
puntos fijos. Por tanto es un movimiento helicoidal. 


c) El eje de giro r, de la rotación g es un recta invariante porque los puntos de 
r se transforman en puntos de r. 


0 1.00 
P4.2 Sea g(X)=|2|+|0 0 1|Xun giro y fla traslación de vector 
1 A A 


u =(1,1,0) no paralelo al eje de giro. 
a) Hallar la transformación composición f =to0 g 


b) Determinar sus puntos fijos. 
c) Determinar una recta invariante. 


Solución 
a) Componemos g con f 
1 0 1.00 1 1.00 
fCO=|1|+2|+0 0 1|X => fO0O)=|3|+0 O 1|X 
0 1 0-10 1 0-10 


Por ser g y f isometrías la aplicación f también es una isometría. con 
determinante 1. 


b) Calculamos los puntos fijos. 


A 


Llamemos M a la matriz de f . Ecuación de los puntos fijos: 
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X=f00>X=b+MX >IX =b+ MX =>(M-DX =-b 


1 tl 0-0 0. 0 0 ==] 
AXA=|3|+|0 0 1|Y>|0 -1 1|X=|-3 
1 0 -1.0 E = 


Este sistema es incompatible lo que significa que la isometría f no tiene 
puntos fijos. Por tanto es un movimiento helicoidal. 


c) En este caso el vector de la traslación no es paralelo al eje de rotación r, de 
8: , 
Para calcular una recta invariante recurrimos a las direcciones invariantes de f 
Llamemos Ma la matriz de y . El autovalor real de la matriz de f es A=1. 
Hallemos el subespacio propio asociado al autovalor 1. 

0 0 1fv 0 

(M-iDv=0=>|0 -1 1[v,|=/0 
0. <l =1/% 0 


Las ecuaciones cartesianas de este subespacio son 


v,=0 
v, =0 
La condición que debe cumplir un subespacio afín invariante F', cuando f es 


biyectiva, es 
PAP)EeW WVPerF, V subespacio vectorial invariante de f 


En nuestro caso 
W=(M-AI) 
P=(xX,,X,,3), J(P)=(1+x,,3+x,,1-x,), PAP)= A(P)-P 
PP (lA 2426 1= 24) 


PARP)=(1.3+x A 1=%—%) 


vector que debe cumplir la ecuación del subespacio propio (M—AI) 
3H E =2 


l=%-=0 


PNP)E(M-AD => | 


x =-1 
: x, =2 . j 

La recta de ecuaciones ¡ es invariante. 

3 
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MOVIMIENTO HELICOIDAL 


Sea g(X)=b+NX una rotación alrededor de la recta r:X =P+ Bv, un 


ángulo a y sea ((X)=u+X una traslación de vector paralelo a r. La 
composición to ges un movimiento helicoidal y su expresión respecto 
de la referencia ortonormal R de Ez es f(X)=b+NX. 

Cumple: 

fes una isometría. 


La aplicación lineal asociada es una transformación ortogonal de 
matriz N . 


> Su matriz N es ortogonal: NN'=I. 

+ La aplicación f es biyectiva, det(N)=1. 
> Existe la transformación inversa . 
> 


V V 


Los autovalores de 1 son: 
11 =1 con multiplicidad 1. 
2, =cos(a)+isen(a) con multiplicidad 1 . 
13 =cos(a)-isen(a) con multiplicidad 1 . 
> El subespacio propio asociado a 1; =1 está generado por el vector 
v de la recta r. 
f transforma puntos en puntos, rectas en rectas y planos en planos. 
fino tiene puntos fijos. 
La recta r es una recta invariante. 


V V V 
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5. SIMETRÍA CON DESLIZAMIENTO 


La simetría con deslizamiento es el resultado de la composición de una simetría 
ortogonal con una traslación de vector paralelo al plano de simetría. 


GA. 
A Y 

Sea s(X) =a+NX una simetría ortogonal respecto del plano 7: X=P+ Pv+w, 
y sea ((X)=u+X una traslación de vector paralelo a 1. La composición tos 
es una simetría con deslizamiento y su expresión respecto de la referencia 
ortonormal R de Es, es de la forma f(X)=b+NX 

La matriz de fes la de $ pues es el producto de las matrices asociadas a 
ambas aplicaciones lineales N=/-N 


¿En qué se diferencia, entonces, una simetría con deslizamiento de una simetría 
ortogonal si la matriz es la misma? 

Después de realizar la simetría, hay un desplazamiento paralelo al plano de 
simetría lo que hace que ningún punto sea un punto fijo, ni siquiera los del 
plano de simetría que se van a desplazar a lo largo del plano al que pertenecen. 


o. 


P5.1. Sea s la simetría ortogonal respecto del plano 7:x, —x,+5=0 y t£ la 


traslación de vector u =(1,0,1) paralelo al plano. 
a) Hallar la simetría con deslizamiento f =tos 


b) Determinar sus puntos fijos. 
c) Determinar un plano invariante. 


Solución 
a) Por el ejercicio P2.2 sabemos que la expresión de s es 


“Sy (0 0 1 
s)=| Ol+/0 1 0|X 
s)l1100 


Componemos s con f 
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DW (5 (00 1 
£O0=(tes560=|0l+] ol+Jo 1 O[X=| O|+/0 
1 5s)11 00 6 


Por ser s y f isometrías la aplicación f también es una isometría. Observar que 
la matriz de este movimiento es la matriz de s. Por tanto el valor del 
determinante es -1 


b) Sea M la matriz asociada a y . Ecuación de los puntos fijos: 
X=f00)>X=b+MX > IX =b+ MX >(M-DX =-b 


4 0 0 1 =1 1 4 
XA=| O|+|0 1 O0O|Y>| 0 0 0|X=]| O 
6 1050 14 -1 =6 


Este sistema es incompatible lo que significa que la isometría f no tiene 
puntos fijos. Por tanto es una simetría con deslizamiento. 


c) El plano de simetría de s, 1, es un plano invariante porque los puntos de r se 
transforman por fen puntos de z. 


P5.2. Sea s la simetría ortogonal respecto del plano 7:x, —x,+5=0 y t£ la 
traslación de vector u =(1,1,0) no paralelo al plano. 


a) Hallar la transformación composición f =tos 


b) Clasificar £. 
c) Determinar un plano invariante. 


Solución 
a) Por el ejercicio P2.2 sabemos que la expresión de s es 


=5 0 0 1 
s(A)=| O|+|0 1 0|X 
3 10.0 
Componemos s con f 
1 =5 0 0 1 4 0.0 1 
FOO) =(t9os«A)=| 1|+| O[+|0 1 O|X=| 1|+0 1 0|X 
0 2 10.0 3 10.0 
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b) Por ser s y f isometrías la aplicación f también es una isometría. Para 
clasificarla calculamos primero el determinante y a continuación los puntos 
fijos. 


0 0 1 
o 1 0=-1 
10.0 


Ecuación de los puntos fijos: 


4 0 0 1 li dE 4 
XA=| 1|+/0 1 O0O|YX>| 0 0 O0O|X=|-1 
5 10.0 Il 4 5 


Este sistema es incompatible lo que significa que la isometría f no tiene 
puntos fijos. Por tanto es una simetría con deslizamiento. 


c) En este caso el vector de la traslación no es paralelo al plano de simetría r, 
de s. 


A 


Para calcular un plano invariante recurrimos a las direcciones invariantes de f 


Los autovalores de la matriz de / son 4,=1 y 4,=-1. 
Hallemos el subespacio propio asociado al autovalor 1. 


10 Ivy (0 
(NV-ADv=0>, 00 0Olv, | =/0 
10 -—1fw) lo 


La ecuación cartesiana de este subespacio es v, —v, =0 


Un subespacio afín F que cumple 
PANP)E(N-AIL) VWPEeF 


es invariante. Calculemos F 


PSA AL MPAA ea DP) PIE 
EFE) = (AE LAA EA) 


PNL LR) 


vector que debe cumplir la ecuación del subespacio propio (N—A]I) 
PAP)E(N-AD > 
A a 
21,21 =9=0 
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El plano de ecuación 2x, —2x, -9=0es un plano invariante. 


SIMETRÍA CON DESLIZAMIENTO 


> 


VÁ VvVvvv vv 


Vvv v 


Seag(X)=b+NX la simetría ortogonal respecto del plano 
T:X=P+au+fPv y sea (X)=w+X una traslación de vector 
paralelo a 7. La composición to g es una simetría con deslizamiento y 
su expresión respecto de la referencia ortonormal R de Es, 
FOO) =b+NX. 

Cumple: 


fees una isometria. 

La aplicación lineal asociada es una transformación ortogonal 
de matriz N. 

Su matriz N es ortogonal: NN'=I. 

La aplicación f es biyectiva, de(N)=-1. 

Existe la aplicación inversa. 

1 es diagonalizable. 


Los autovalores de P son: 

11 =1 con multiplicidad 2 . 

22 =-1 con multiplicidad 1. 

El subespacio propio asociado a 4, =1 está generado por los 
vectores u y V del plano. 

El subespacio propio asociado a 1, =-1 está generado por el 
vectorw ortogonal al plano. 
fino tiene puntos fijos. 

Tes un plano invariante. 
f transforma puntos en puntos, rectas en rectas y planos en 
planos. 


Se 
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6. SIMETRÍA ROTACIONAL 


La composición de una rotación alrededor de una recta y la simetría ortogonal 
respecto de un plano perpendicular a la recta de giro, da como resultado una 
nueva isometría que se denomina simetría rotacional. 


Veamos cómo se describe esta isometría. 


Sea G,(X)=a+MX una rotación alrededor de la recta -: X =P+ Bv, un ángulo 
a y seas, (X) =c+LX una simetría ortogonal respecto del plano x tal que r es 
ortogonal a r. La composición f=S,o0(G_es un movimiento en Ez cuya 
expresión respecto de la referencia ortonormal R de E;, es f(X) =b+NX 


La matriz de f es el producto de las matrices asociadas a ambas aplicaciones 
lineales N=L-M 


El punto fijo de esta isometría es la intersección de r y T y, tanto el plano rx 
como la recta r, son subespacios invariantes de esta transformación. 


2 100 0 1.0.0 
P6.1 Sea el girog(X)=| 2 |+| 0 0 1|Xys()=|2|+10 0 -—1|X 
2 0.1.0 2 0 1 0 


simetría especular. 


a) Hallar la transformación composición f=s>0g 
b) Determinar sus puntos fijos. 

c) Determinar una recta invariante por f. 

d) Determina un plano invariante por f. 


Solución 
a) Componemos g con s 
0 ll 0 0 2 -=1 0 0 
FOO)=(s200)=|/2|+J0 0 “1[|—2|[+| O O 1|X 
2 0-1 0 2 0.1.0 
2 1.0.0 
FfOO)=|0|+| O -1 0|X 
4 0 0 -1 
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Por ser g y s isometrías, la aplicación f también es una isometría, y en este 
caso con determinante -1. 


b) Calculamos los puntos fijos. 
X=fFM00)>X=b+MX >I1X =b+ MX >(M-DX =-b 


Ecuación de los puntos fijos: 


2 =] 4 Y 2. 0 0 =2 
A=|0|+| O -1 0O|X=>| O 2 0|X=| 0 
4 > Qe sl O 0 =2 4 


La solución de este sistema es el punto (1,0,2). Por tanto esta isometría tiene un 
punto fijo. Es una simetría rotacional. 


c) El eje de la rotación g es invariante respecto de f. Resolvemos la ecuación de 
los puntos fijos para g 


2 -1 00 —2 0) 0 —2 1 
Ne = 
X=|2|+1, 0.0 1|X=| 0 -1 | 27 
Xx, Xx, =-2 
2 0.10 0 l —1 —2 
x =1 Aa : ; 
La recta es una recta invariante de esta isometría. 
X, 27M == 


d) El plano se simetría de s es invariante respecto de f. Resolvemos la ecuación 
de los puntos fijos para s 


0/1 00 0.0.0 0 
X=|2|(+/0 0 “1|X|0 -1 -1|Y=|-2 |>[(x,+x,=2 
2) 10 -1 0 Un=i el 3 


El plano x, +x, =2 es un plano invariante de esta transformación. 


0 1.0.0 -1 0.1.0 
P6.2 Seael giro g(X)=|2|+[0 0 1|Xysx)= 1l+/1 0 OlX la 
1 0-10 0 0.0 1 


simetría especular 

a) Hallar la transformación composición f =s0g 
b) Determinar sus puntos fijos. 

c) Determinar una recta invariante por f. 

d) Determina un plano invariante por f. 


Solución 
a) Componemos g con s 
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-1 o 1 0Yf0 1.0.0 
FOO) =(soglA5)=| 1[+1 0 O[[(2 [+0 0 1|X 
0 0 0 1) 1 -=L 0 
1 0 0 1 
fCO=|1|+1 0 01X 
1 0 =L Q 


Por ser g y s isometrías la aplicación f también es una isometría, con 
determinante -1 


b) Calculamos los puntos fijos de f. Sea M la matriz asociada a $ a 
Ecuación de los puntos fijos: 


X=f00>X=b+MX >IX =b+ MX =>(M-DX=-b 


1 0 0 1 -1.0. 1 il 
A=|l1|+|1 0 0|[X>| 1 -1 O0O|X=|-—1 
1 0-=1 Y 0 -1 -—1 =1 


Este sistema es compatible determinado lo que significa que la isometría f 


; 1 1 
tiene un punto fijo. La solución del sistema es P= (553) 


c) En este caso la recta del giro y el plano de simetría no son ortogonales. 
Para calcular una recta invariante de frecurrimos a las direcciones invariantes 


de f ; 
El autovalor real de la matriz de f es A =-1. Hallemos el subespacio propio 


asociado al autovalor -1. 


1 0 DW) (0 
(M-ADv=0=3|1 1 0|v |=/0 
o -1 1Nw,) Lo 
, , , ¡Y =0 
Las ecuaciones cartesianas de este subespacio son 
v, +v,=0 


La condición que debe cumplir el subespacio afín invariante F' que buscamos 
es 

PAP)Ee(M-AD) VWPEeF 
nos queda 
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P =(%,X,,X3), AP) =(1+x,,1+x,1-x,), PAP) = A(P)-P 
Piitl=ler == 1-06 l%=%)> 


Ed A o eN E o ON o 
vector que debe cumplir la ecuación del subespacio propio (M—AI) 


PAP) E(M-AD > 
lex =% blo. | 


lt +=, =0 


2—=x,—X, = al 
2=x,+x,=0 
pp 2 7 =0 . . 
La recta de ecuación es Invariante. 
2=xX,+X =0 


d) El plano perpendicular a esta recta invariante y que pasa por P, es un plano 
invariante de la transformación f. Por ser (1,-1,-1) el vector de la recta 
invariante de f y por ser la recta perpendicular al plano, la ecuación del plano 
es 

x Xxx +k=0 


y por contenera P= (553) 
1 
1-2+k=0>k=-- 
2 
La ecuación del plano es 


1 
ia 
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SIMETRÍA ROTACIONAL 


Sea G.(X)=a+ MX una rotación alrededor de la recta r:X =P+ fv, 
un ángulo a. y sea S,(X)=c+LX una simetría ortogonal respecto de 


un plano r ortogonal a r. La composición f =8,0oG.es una simetría 
rotacional y su expresión respecto de la referencia ortonormal R de 
Es FA)=b+NX. 

Cumple: 

> fes una isometría. 

>» La aplicación lineal asociada es una transformación ortogonal de 
matriz asociada N=L-M . 

Su matriz N es ortogonal: NN'=I. 

La aplicación f es biyectiva, det(N)=-1. 

Existe la transformación inversa de f. 


V VVov 


Los autovalores de f son: 
1, =-1 con multiplicidad 1 . 
1, =cos(a)+isen(a) con multiplicidad 1 . 
13 =cos(a)-isen(a) con multiplicidad l . 
El subespacio propio asociado a 1, =-1 está generado por el 
vector v de la recta r. 
f transforma puntos en puntos, rectas en rectas y planos en 
planos. 
f tiene un punto fijoP=rax . 
La recta r es una recta invariante. 
El plano res un plano invariante. 


V 


VVv  V 


7. ANEXO 


En los apartados anteriores hemos hecho un recorrido por las distintas 
isometrías de Ez, definiéndolas, viendo sus características geométricas y 
determinando su expresión analítica. También hemos tenido que decidir, si una 
aplicación dada era isometría y en caso afirmativo indicar de qué tipo. 
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Los pasos seguidos para determinar si la aplicación afín f cuya expresión 
respecto de la referencia ortonormal Res f(X)=b+NX , es una isometría, 


son: 
1. Calcular NN' y así saber si la matriz N es ortogonal. 
. Siocurre que NN'=] entonces la aplicación es una isometría. 
3. Para determinar de qué tipo de isometría se trata, hallamos los puntos 
fijos de la aplicación afín /. 
Planteamos la ecuación de los puntos fijos 


HA) =X 


b+NX=X >b=X-NX =>b=IX-NX >b=(1-NX 
Ó 


(N-DX=-b 


que da lugar a un sistema de ecuaciones no homogéneo. La solución de 
este sistema representa el conjunto de puntos fijos de la aplicación. Si el 
sistema no tiene solución, es decir es incompatible, entonces no hay 
puntos fijos. 


Con el fin de facilitar la clasificación de las isometrías en Ez , se incluye el 
siguiente cuadro: 


M=I> f es una traslacion 


¡M | =1> puntos fijos :una recta r => f es una rotacion 


Mzsl=> 
puntos fijos: no tiene => f es un movimiento helicoidal 


puntos fijos: no tiene => f es simetria con deslizamiento 
M | Sa puntos fijos: un plano => f es una simetria ortogonal 


puntos fijos: un punto > f es simetria rotacional 


P7.1. Dada la siguiente aplicación afín decidir si es una isometría y en caso 
afirmativo clasificarla. 


3/1 00 
fO0=|-1i+|o 0 1|X 
10 0 <T 0 


Solución 
¿Es una isometría? La matriz de la aplicación lineal, N es 
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1.00 l. 00011 00 
N='0 0 l=NW=- 0 06 10 0 1|= 
O. =1 0 O 1:00 <= 0 


Por tanto es una isometría. ¿De qué tipo? Calculemos el determinante de la 
matriz N|=1. 


Hallemos los puntos fijos 


3/1 00 0.0.0 Y [0=3 
X=|-1|(+10 0 1|X>0 -1 1|X=| 1[>¿-x+x,=1 
1) lo -1 0 0 1 < 1) |-x,-x,=-1 


2 3 
Este sistema de ecuaciones es incompatible, no tiene solución lo que significa 
que no hay puntos fijos. 
La isometría fes un movimiento helicoidal. 


P7.2 Dada la aplicación afín f decidir si es una isometría y en caso afirmativo 
clasificarla. 


5 -1 ' 12 -2 
FfOO==| li+= 2 1 2|(X 
3 3 
0 2.2 1 
Solución 
¿Es una isometría? La matriz de la aplicación lineal, N es 
; 12 
N=-1 2 1 2|>NV=I 
2.532 1 


Es una isometría. 
¿De qué tipo? Calculemos el determinante de la matriz: IN | == 


Veamos si tiene puntos fijos 


=1 Ll 2 =2. 2 2 1 
e. pe 2 1 2lx>! 2 2 2 
0 | =2 2 2 0 


El rango de la matriz de los coeficientes de este sistema es 1 y el rango de la 
matriz ampliada es 2 por tanto es un sistema incompatible, no tiene solución lo 
que significa que no hay puntos fijos. 


Esta isometría es una simetría con deslizamiento. 
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